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1 ÅéóáãùãÞ
Óõíå÷ßæïíôáò ôï åðéôõ÷çìÝíï, óõìðïóéáêïý ÷áñáêôÞñá, êýêëï ôùí óåìéíáñßùí
õðü ôïí ãåíéêü ôßôëï 42 èá ìéëÞóïõìå óÞìåñá ãéá ôá ãñáöÞìáôá Cayley Þ
áëëéþò ãéá ôá äéáãñÜììáôá Cayley. Ï Árthur Cayley (1821! - 1895) ðåñß
ôï Ýôïò 1878 ðáñïõóéÜóå áõôü ðïõ ï ßäéïò ïíüìáóå åêåßíç ôçí åðï÷Þ colour
group Þ group diagramm.

O ïñéóìüò ôïõ Cayley ãñáöÞìáôïò äåí åßíáé êáé ôüóï äéáóêåäáóôéêüò. Ôá
üìïñöá ó÷Þìáôá üìùò ðïõ Ýäùóå åîáñ÷Þò êáé ïé ðëåéÜäá ôùí áðïôåëåóìÜôùí
ðïõ áêïëïýèçóáí áíÜãêáóáí ôçí ôüôå êáé ôþñá ìáèçìáôéêÞ êïéíüôçôá íá
õðïêëéèåß óôçí áðëüôçôá êáé ôçí ÷ñçóéìüôçôá ôçò óýëëçøçò ôïõ Cayley.

ÊÜèå ìáèçìáôéêüò ðïõ ... Ýîõóå ìéá öïñÜ Ýíá âéâëßï Üëãåâñáò ðñÝðåé íá
åßíáé åíÞìåñïò ãéá ôçí ýðáñîç åíüò ìðåëÜ ðïõ ëÝãåôáé ïìÜäá! ¼óïé Üíôåîáí
Ý÷ïõí äåß ïôé ìßá ïìÜäá ìðïñåß íá ðáñáóôáèåß ìå äéÜöïñïõò ôñüðïõò! ¸íáò
áðü áõôïýò éäßùò óôéò ìéêñÞò ôÜîçò ðåðåñáóìÝíåò ïìÜäåò åßíáé ï ðßíáêáò
ðïëëáðëáóéáóìïý ôïõ ... Cayley (íáé ðÜëé áõôïò !) áëëÜ åßíáé ëßãï äýó÷ñçóôïò
óå ìåãÜëåò ïìÜäåò êáé äåí åöáñìüæåôáé óå Üðåéñåò ïìÜäåò.

ÐÝñáí áõôïý õðÜñ÷åé ï ðåñéãñáöéêüò ôñüðïò ìéáò ïìÜäáò ðïõ üìùò äåí
åßíáé óßãïõñïò, ãéáôß ðùò íá ôï êÜíïõìå , ìåñéêÝò öïñåò ôï íüçìá ÷áëÜåé óôéò
ìåôáöñÜóåéò áðü ãëþóóá óå ãëþóóá.

Ï ðéü äéáäåäïìÝíïò êáé êïéíÜ áðïäåêôüò ïñéóìüò ôùí ïìÜäùí åßíáé ìå
ôçí âïÞèåéá ìéáò ðáñÜóôáóçò. Áò åîçãçèïýìå ãéá íá ìçí ðáñåîçãçèïýìå.
Ç ðáñÜóôáóç Ý÷åé äýï óêÝëç G =< S|R >. Ôï S ïíïìÜæåôáé óýíïëï
ãåííçôüñùí ôçò G êáé ôï R óýíïëï ó÷Ýóåùí. Ôï S ëïéðüí áðïôåëåßôå áðü
óôïé÷åßá ôçò ïìÜäáò Ýôóé þóôå üëá ôá óôïé÷åßá ôçò G íá ãñÜöïíôáé ùò
ãéíüìåíá ôùí óôïé÷åßùí ôïõ S áí áõôÜ õøùèïýí óå êÜðïéá äýíáìç.
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ÅðéôñÝðïõìå êáé áñíçôéêÝò äõíÜìåéò ðïõ óõìâïëßæïõí ôá áíôßóôñïöá ôùí
s óôï S óå êÜðïéá äýíáìç. Ôï R áðü ôçí Üëëç åßíáé Ýíá óýíïëï ó÷Ýóåùí
äçëáäÞ ëÝîåùí ìå ãñÜììáôá áðü ôï óýíïëï ãåííçôüñùí ðïõ óõìâïëßæïõí ìéá
ó÷Ýóç ðïõ äéÝðåé (!?!) ôçí ïìÜäá. (ËÝîåéò , ãñÜììáôá , äéÝðåé , ïñèïãñáößá
êáé ãñáììáôéêÞ êÜíïõìå?).

Áò äþóïõìå ëïéðüí Ýíá ôÝôïéï ðáñÜäåéãìá. Ç ïìÜäá ôïõ Klein äåí åßíáé
Üëëç áðü ôçí áâåëéáíÞ ïìÜäá ìå ôÝóóåñá óôïé÷åßá ðïõ, åêôüò ôïõ ôáõôïôéêïý,
Ý÷ïõí ôÜîç 2 êáé ôï ãéíüìåíï ôùí äýï äßíåé ôï ôñßôï (ðåñéãñáöéêüò ôñüðïò!).
ÄçëáäÞ G = {e; a; b; ab}. Ç ðáñÜóôáóç ðïõ ôéò áíôéóôïé÷åß åßíáé G =<
a; b|a2 = b2 = e; ab = ba >.

¼ìïéá Z =< a > êáé F2 =< a; b > ç åëåýèåñç ïìÜäá ôÜîçò äýï. Ïé
äýï ôåëåõôáßåò äåí Ý÷ïõí êáèüëïõ ó÷Ýóåéò. Áõôüò ï ïñéóìüò åéíáé êáé ï
áðëïýóôåñïò ãéá ôéò åëåýèåñåò ïìÜäåò. Åëåýèåñåò äçëáäÞ åßíáé ïé ïìÜäåò ðïõ
ç áðëïýóôåñç ðáñÜóôáóç ôïõò äåí Ý÷åé ó÷Ýóåéò.

Áêüìá Z × Z =< a; b|ab = ba > êáé Zn =< a|an = e >. Ðïëý åýêïëá
ðáñéóôÜíïõìå êáé ôçí Dn =< s; a|sn = a2 = e; asa = sn−1 > (äéåäñéêÞ
ïìÜäá!).
ÐáñáêÜôù èá ðåñéïñéóôïýìå óå ðåðåñáóìÝíá ðáñéóôþìåíåò ïìÜäåò äçëáäÞ óå
ïìÜäåò ðïõ ç ðáñÜóôáóç ôïõò Ý÷åé ðååðñáóìÝíïõò ãåííÞôïñåò êáé ðåðåñáóìÝíåò
ó÷Ýóåéò. (ÅîÜëëïõ üôáí ðñï÷ùñÜìå óå Üðåéñåò ó÷Ýóåéò Þ Üðåéñïõò ãåííÞôïñåò
ãßíåôáé ï êáêüò ÷áìüò. Åêåß ïé êáôáóôÜóåéò îåðåñíïýí ôçí öáíôáóßá êáé
óßãïõñá ôçí ó÷åäéáóôéêÞ äåéíüôçôá ôïõ ãñÜöïíôá!)

2 ÃÑÁÖÇÌÁÔÁ
Ïñéóìüò 1 Ôï Cayley ãñÜöçìá ìéáò ðåðåñáóìÝíá ðáñéóôþìåíçò ïìÜäáò

G =< S;R >

åßíáé Ýíá åðßðåäï ãñÜöçìá (1-skeleton) ìå :

i) óýíïëï êïñõöþí Ê(G) = {g : g ∈ G}
ii) óýíïëï áêìþí A(G) = {(g; gs) : g ∈ G; s ∈ S

Êáé äýï ó÷Ýóåéò :

a) ï : Á(G) → K(G) ìå o((g; gs)) = g êáé

b) t : A(G) → K(G) ìå t((g; gs)) = gs.
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Óõìâïëßæåôáé óõíÞèùò ìå ΓS(G)

ÐáñáôÞñçóç 1 Ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå üôé êÜèå áêìÞ (g; gs) Ý÷åé þò
åôéêÝôá ôï s. Åðßóçò ìðïñïýìå íá ÷ñùìáôßóïõìå êÜèå áêìÞ s ìå Ýíá äéáöïñåôéêü
÷ñþìá (åîïý êáé coloured diagramm).

Ïñéóìüò 2 Ôï Cayley ãñÜöçìá ìéáò ïìÜäáò ãßíåôáé ìåôñéêüò ÷þñïò áí èåùñÞóïõìå
ùò ìÞêïò êÜèå áêìÞò ôï Ýíá êáé áðüóôáóç äýï êïñõöþí g; h ôï åëÜ÷éóôï
ðëÞèïò ãåííçôþñùí ôïõ S þóôå g = s1s2s3:::sng = h äçëáäÞ :

d(g; h) = min{n : s1s2:::sng = hsi ∈ S}

ÐáñáôÞñçóç 2 H d üðùò ïñßóôçêå åßíáé áñéóôåñÜ áíáëëïßùôç ìåôñéêÞ. ¸ôóé
ôï Cayley ãñÜöçìá ãßíåôáé ìåôñéêüò ÷þñïò óôï ïðïßï ç G äñá ìå ðïëëáðëáóéáóìü
áðü áñéóôåñÜ ðïõ óÝâåôáé ôéò éóïìåôñßåò.

ÅðéôÝëïõò áò êÜíïõìå Ýíá äéÜëåéììá áðü ôïõò ïñéóìïýò êáé áò öôéÜîïõìå
ùñáßá ó÷Þìáôá, ðïëý÷ñùìá êáé ðåñßåñãá!
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Figure 1: G =< a; b | b2 = e >
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Figure 2: Z6 =< a | a6 = e >
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Figure 3: Z × Z =< a; b |aba−1b−1 = e >
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Figure 4: G =< a; b |a6 = b2 = e >
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Figure 5: F1 =< a2; a3 >
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Figure 6: F2 =< a; b >

9



3 ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÎåêéíÜìå ìå Ýíáí áðü ôïõò ïñéóìïýò ðïõ åìöáíßæïíôáé óå êÜèå èåùñßá
ðïõ óÝâåôáé ôïí åáõôü ôçò. Óôá ãñáöÞìáôá ïìÜäùí äåí Ý÷ïõí íüçìá ôüóï
ïé éóïìåôñßåò ãéáôß Ý÷ïõí ðïëëÝò áðáéôÞóåéò, ïýôå üìùò êáé ïé áðëÜ óõíå÷åßò
óõíáñôÞóåéò ãéáôß ðñïóöÝñïõí ëßãåò ðëçñïöïñßåò. Ç ìáãéêÞ êïõâÝíôá ðïõ
áêïýãåôáé åäþ åßíáé: "Ó÷åäüí éóïìåôñßåò!"

Ïñéóìüò 3 Äýï ãñáöÞìáôá X,Y ëÝãïíôáé ó÷åäüí éóïìåôñéêÜ (quasi-isometric)
áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷ïõí f : X → Y êáé c; k óôáèåñÝò þóôå :

i) ∀y ∈ Y ∃x ∈ X ìå d(f(x); y) 6 c

ii) ∀x; zinX 1
kd(x; y) 6 d(f(x); f(y)) 6 kd(x; y)

Ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá ìáò åîáóöáëßæåé ïôé ôï Cayley ãñÜöçìá áëëÜæåé
ìåí ìïñöÞ üôáí áëëÜîïõí ïé ðáñáóôÜóåéò ôçò G áëëÜ ü÷é ìå ôõ÷áßï ôñüðï.
ÔïõëÜ÷éóôïí êÜðïéåò áðü ôéò ðëçñïöïñßåò ðïõ ìáò äßíåé ôï ãñÜöçìá äéáôçñïýíôáé.

ËÞììá 1 Áí ΓS(G) åßíáé ôï Cayley ãñÜöçìá ìéáò dS ç ìåôñéêÞ ôïõ êáé g
óôçí G Ý÷ïõìå üôé d(h; h ∗ g) 6 |g|.

Áðüäåéîç. ¸óôù |g| = n ïðüôå g = s1 ∗ s2 ∗ ::: ∗ sn üðïõ si åßíáé ãåííÞôïñåò
ôçò G. Ôüôå h∗g = h∗s1∗s2∗:::∗sn ðïõ äßíåé üôé d(h; hg) 6 d(h; s1∗h)+d(s1∗
h; s2 ∗s1 ∗h)+ :::+d(s1 ∗ :::∗sn−1 ∗h; s1 ∗ :::∗sn ∗h) = 1+1+ :::+1 = n = |g|
êáé Ý÷ïõìå ôï ëÞììá.

Èåþñçìá 1 Áí G ðåðåñáóìÝíá ðáñéóôþìåíç ïìÜäá êáé < S1|R1 >;< S2|R2 >
äýï áíáðáñáóôÜóåéò ôçò. Ôüôå ôá Cayley ãñáöÞìáôá ðïõ ðñïêýðôïõí åßíáé
ó÷åäüí éóïìåôñéêÜ.

Áðüäåéîç. ¸óôù S1={a1; a2; :::an} êáé S2={b1; b2; :::bk}.
ÈÝôïõìå l = max{|ai|S2 : ai ∈ S1} êáé m = max{|bi|S1 : bi ∈ S2}:
Èá äåßîïõìå üôé id : ΓS1(G) → ΓS2(G) åßíáé l+m - ó÷åäüí éóïìåôñßá ,äçëáäÞ,

1
l+m dS1(g1; g2) 6 dS2(g1; g2) 6 (l+m) dS1(g1; g2). Ç äåýôåñç éäéüôçôá åëÝã÷åôáé
åýêïëá ãéá êÜèå c > 0 ãéáôß ãéá êÜèå g ∈ ΓS2(G) õðÜñ÷åé ôï ßäéï g óôçí
ΓS1(G) þóôå d(f(g); g) = d(g; g) = 0 < c.
¸óôù g1 êáé g2 äýï óôïé÷åßá ôçò G. ¸óôù d(g1; g2)S2 = k ôüôå õðÜñ÷ïõí
bi1 ; bi2 ; :::; bik óôçí S2 þóôå g2 = bi1 ∗ bi2 ∗ ::: ∗ bik ∗ g1. Áõôü óçìáßíåé üôé
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óôçí ΓS1(G) èá Ý÷ïõìå d(g1; g2) 6 d(g1; bi1 ∗ g1) + d(bi1 ∗ g1; bi2 ∗ bi1 ∗ g1) +
::: + d(bik−1

∗ ::: ∗ bi1 ∗ g1; g2). ÁëëÜ áðü ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá Ý÷ïõìå üôé
d(g1; bi1∗g1) 6 |bi1|, d(bi1∗g1; bi2∗bi1∗g1) 6 |bi2| , ... , d(bik−1

∗:::∗bi1∗g1; g2) 6
|bik |. Ïðüôå åßíáé ðñïöáíÝò üôé ΓS1(G), dS1(g1; g2) 6 |bi1|+ |bi2|+ :::+ |bik | 6
m ∗ k = m ∗ dS2(g1; g2) áöïý |bij | 6 m ãéá êÜèå j = 1; 2; ::; k. ¼ìïéá
Ý÷ïõìå üôé dS2(g1; g2) 6 l ∗ dS1(g1; g2). Ïðüôå áðü ôá äýï áõôÜ Ý÷ïõìå
dS2(g1; g2) 6 (l + m) ∗ dS1(g1; g2) and dS1(g1; g2) 6 (l + m) ∗ dS2(g1; g2) ôï
ïðïßï äßíåé ôçí æçôïýìåíç áíéóüôçôá.

Êáé ãéáôß üìùò üëç áõôÞ ç öáóáñßá ??? ÐÝñá áðü ôá üìïñöá ó÷Þìáôá
ôé Üëëï. ÖõóéêÜ êáé õðÜñ÷ïõí ðïëëÜ êáé ÷ñÞóéìá áðïôåëÝóìáôá áðü áõôÞí
ôçí èåùñßá. Ìüíï áíáöïñÝò åðéôñÝðïíôáé óå áõôÞ ôçí ðáñïõóßáóç êáé ìüíï
áíáöïñÝò èá êÜíïõìå.

A) Ç ìåëÝôç ôùí ôïðïëïãéêþí éäéïôÞôùí ðïõ ìÝíïõí áííáëëïßùôåò êÜôù
áðü éóïìïñöéóìïýò ôùí Cayley ãñáöçìÜôùí åßíáé ç âÜóç ôçò ÃåùìåôñéêÞò
Èåùñßáò ÏìÜäùí (Geometric Group Theory). Åßíáé åéäéêü êïììÜôé ôçò
ãåíéêÞò èåùñßáò ãñáöçìÜôùí (Spectral graph Theory).

B) Ïé ïìÜäåò "üñéá", limit groups, ìðïñïýí íá ïñéóôïýí ìÝóù ôùí Cayley
ãñáöçìÜôùí ôïõò ôá ïðïßá ìå êÜðïéá óõãêåêñéìÝíç ôïðïëïãßá áðïôåëïýí
üñéá ôùí Cayley ãñáöçìÜôùí ôùí áíôßóôïé÷ùí ïìÜäùí ðïõ ìåôÝ÷ïõí
óôï üñéï.

C) ¸óôù G ïìÜäá êáé S óýíïëï ãåííçôüñùí áõôÞò. Ôá áêüëïõèá åßíáé
éóïäýíáìá.

i) To ΓS(G) åßíáé äÝíôñï.

ii) Ç G åßíáé åëåýèåñç åðß ôïõ S.

D) Áðü ôçí äñÜóç ôçò ïìÜäáò óôï ãñÜöçìá ôçò ðáßñíïõìå åíäéáöÝñïíôá
èåùñÞìáôá üðùò

Èåþñçìá 2 Ìéá ïìÜäá ðïõ äñá åëåýèåñá ÷ùñßò áíáóôñïöÝò óå Ýíá äÝíôñï
× åßíáé åëåýèåñç.

Ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá äßíåé Üìåóá ôï ðïëý ÷ñÞóéìï ðüñéóìá ðïõ áêïëïõèåß,
ãéá ôï ïðïßï ðñéí áðü áõôÞí äåí õðÞñ÷å êáììßá áðëÞ áðüäåéîç.
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Ðüñéóìá 1 ÊÜèå õðïïìÜäá ìéáò åëåýèåñçò ïìÜäáò åßíáé åëåýèåñç.

Áêüìç Ý÷ïõìå êáé ôï ðïëý ÷ñÞóéìï óõíäõáóôéêü ðüñéóìá:

Ðüñéóìá 2 ¸óôù G ïìÜäá êáé H õðïïìÜäá áõôÞò äåßêôïõ n. Ôüôå áí sG
ï áñéèìüò ôùí ãåííçôüñùí ôçò G êáé sH ï áñéèìüò ôùí ãåííçôüñùí ôçò Ç
Ý÷ïõìå ôçí ó÷Ýóç

sH − 1 = n(sG − 1)

E) Êáé ðïéá ç äéáóýíäåóç ìå ôïí Riemann ?

ÊÜèå ãñÜöçìá Ý÷åé êáé Ýíáí ðßíáêá (adjacency matrix) ó÷åôéêü ìå áõôü
Ýóôù Ì. Ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï áõôïý ôïõ ãñáöÞìáôïò åßíáé pM(t) =
det(M−tI) (üðùò îÝñïõìå áðü ôï äçìïôéêü !). ÄåäïìÝíïõ åíüò óõãêåêñéìÝíïõ
ðïëõùíýìïõ äåí åßíáé ãíùóôü áí ï ó÷åôéêüò ðßíáêáò ìðïñåß íá ðáñá÷èåß
áðü áõôü. Äýï ãñáöÞìáôá ëÝãïíôáé isospectral (åãþ åßìáé ìáèçìáôéêüò ü÷é
ìåôáöñáóôÞò!) áí ïé ó÷åôéêïß ôïõò ðßíáêåò Ý÷ïõí ôéò ßäéåò éäéïôéìÝò. Ôá
isospectral ãñáöÞìáôá äåí åßíáé áíáãêáóôéêÜ éóïìïñöéêÜ, ôá éóïìïñöéêÜ üìùò
åßíáé ðÜíôá isospectral, ãéáôß ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï áðïôåëåß ôïðïëïãéêÞ
éäéüôçôá ôïõ ãñáöÞìáôïò.

Ïñéóìüò 4 Ç Ihara æÞôá óõíÜñôçóç åíüò ãñáöÞìáôïò åßíáé : �M(t) = 1
det(I−tM)

êáé áõôÞ áðïôåëåß ôïðïëïãéêÞ éäéüôçôá ôïõ ãñáöÞìáôïò.

Ç Ihara æÞôá óõíÜñôçóç åíüò Cayley ãñáöÞìáôïò åðáëçèåýåé ôçí õðüèåóç Rie-
mann áí êáé ìüíï áí ôï ãñÜöçìá åßíáé Ramanujan ãñÜöçìá. (ãéá ïðïéáäÞðïôå
åñþôçóç ó÷åôéêÞ ìå ôá ðáñáðÜíù ç áðÜíôçóç åßíáé: "äåí îÝñù ,äåí áðáíôþ!")

F) ÔÝëïò êÜðïéïò èá ìðïñïýóå íá èåùñÞóåé Cayley ãñáöÞìáôá ïìÜäùí ìå
Üðåéñïõò ãåííÞôïñåò Þ Üðåéñåò ó÷Ýóåéò.

Ôüôå ç ìåôñéêÞ ðïõ ïñßóáìå ðáñáðÜíù äåí Ý÷åé éäéáßôåñï íüçìá. Ðáñüëá áõôÜ
ï óõãêåêñéìÝíïò ôïìÝáò åßíáé áêüìá áíïéêôüò êáé áêüìá ãüíéìïò.
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